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1. EINLEITUNG 
Gegenstand der Untersuchungen der vorliegenden Arbeit sind endliche 
ungerichtete Graphen G = (X, L7), die keine Schlingen und mehrfache 
Kanten enthalten, mit der Eigenschaft, da8 fiir jeden (durch die Knoten- 
punktmenge X’ (X’ C X) aufgespannten) Teilgraphen [X’], = G’ die 
Beziehung v(G’) = a(G’) (a-perfekte Graphen) oder x(G’) = w(G’) (x- 
perfekten Graphen) oder beides (perfekte Graphen) gilt. Dabei bezeichnen X 
die Knotenpunktmenge, Li die Kantenmenge, a(G) die Stabili&szahl, 
v(G) = (=x(C)) die Cliqueniiberdeckungszahl, w(G) (=a(@) ide Dichte 
des Graphen G und G den zu G komplementsiren Graphen. 
Zur Charakterisierung a-perfekten Graphen (bzw. x-perfekter, bzw. 
perfekter Graphen) wurden heute sehr bekannt gewordene Vermutungen 
ausgesprochen: 
Vermutung 1 (schwache Form). Ein Graph G ist genau dann ol-perfekt, 
wenn er x-perfekt ist (Berge). 
Vermutung 2 (starke Form). Ein Graph G ist genau dann cu-perfekt, 
wenn weder G noch sein Komplement G ein ungerades Loch (d.h. einen 
aufgespannten Teilgraphen, der ein ungerader Kreis der Lgnge grijrjer 
als drei ist) enthglt (Berge-Gilmore). 
Die Vermutung 1 ist bekanntlich (vgl. [6, 7, 91) bewiesen worden, aber 
die starke Vermutung bleibt meines Wissens (aul3er einigen speziellen FUle) 
ein wichtiges ungeliistes Problem der Graphentheorie. 
Zur Untersuchung perfekter Graphen haben wir den Begriff des kritisch 
a-imperfekten Graphen eingefiihrt und gezeigt (vgl. [8-12]), daR sich fast 
alles schon Bekannte und dariiber hinaus Neues iiber perfekte Graphen 
mittels dieses Begriffes in einheitlicher Form und relativ einfach beweisen 
1313t. Der Begriff des kritisch a-imperfekten Graphen spielt meiner Meinung 
nach eine besondere Rolle in der Theorie der perfekten Graphen. iibrigens 
ist die in der Vermutung von Fulkerson [3], verlangte Eigenschaft eine 
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einfache Folgerung einiger friiher erhaltener Resultate tiber kritich (Y- 
imperfekte Graphen (vgl. [9]). Es erweist sich zweckmaBig die Eigenschaften 
kritisch ol-imperfekter Graphen solange zu untersuchen, bis man eine gute 
Strukturcharakterisierung herausbekommt. In dieser Arbeit wollen wir 
einige solche Eigenschaften angeben und ihrer Anwendungen in die Theorie 
der perfekten Graphen hervorheben. 
Wir wollen hier einige Begriffe und Bezeichnungen, die wir weiter benotigen, 
erwahnen. 
Wir nennen den Graphen G = (X, U) einen Kreis L, (der Lange h- 2 3) 
oder einen li-Kreis, wenn man die Knotenpunkte von G derart als Folge 
x, ,..., X~ anordnen kann, daD 
U = {(xi 2 Xi+l)/i = l,..., k; Xk+l = X1). 
Die iiber LE gemachte Aussage wollen wir durch die Gleichung 
Lk = (XI > x2 ,***, xk , xl> 
ausdriicken. Wir sagen: xi und xifl (i = I,..., k; xk+r = .YJ liegen auf 
L, benachbart. 1st der Kreis K ein Untergraph des Graphen G, so sagen wir, 
da8 K ein Kreis von (oder in) G ist. Eine Kante von G, die zwei auf einem 
Kreis K nicht benachbart liegende Knotenpunkte von K verbindet, heiBt 
eine Sehne des Kreises K. 
Ein Kreis des Graphen G, dessen Lange gri%er ist als drei und der keine 
Sehne besitzt, hei& ein Loch von G. Sind s = (.Y, y) und s’ = (x’, y’) 
Sehnen des Kreises K, wobei x, x’, y, y’ paarweise verschiedene Knotenpunkte 
sind, und kann man den Kreis K, von x beginnend, so durchlaufen, daB man 
die Randpunkte der Sehnen s und s’ in der Reihenfolge x, x’, J’, J” antrifft, 
so sagen wir, da0 sich diese Sehnen von K kreuzen. 
Der Graph G = (X, LI) sei zusammenhangend. 1st X’ eine trennende 
Knotenpunktmenge von G, und [LIG eine solche Komponente von [X-X’], , 
da8 jeder Knotenpunkt von X’ mit mindestens einem Knotenpunkt aus L 
in G (durch eine Kante) verbunden ist, so heiRt [LIG eine beztiglich X’ 
normale Komponente. 1st X’ eine trennende Knotenpunktmenge von G und 
gibt es mindestens zwei beztiglich X’ normale Komponenten, so heiBt X’ 
eine normale trennende Knotenpunktmenge von G. 
Eine Menge S von in G unabhangigen Knotenpunkten mit genau a(G) 
Elementen wollen wir ein Stabilitatssystem des Graphen G nennen. 
Eine Clique Q mit genau o(G) Knotenpunkten wird eine maximale 
Clique genannt. 
1st z = {X, )..., X,} eine derartige Zerlegung der Knotenpunktmenge 
X des Graphen G (d.h. es gelte X = UFL, Xi , Xi # o (i # ,j; i,.j = I,..., m)), 
da8 die Graphen [X& (i = l,..., m) Cliquen sind, so wird Z eine m-Zerlegung 
von G und G m-zerlegbar genannt. 
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Der Kiirze halber benutzen wir folgende Bezeichnungen: H = (Y, V), 
sei ein beliebiger Graph. Sind Y’, Y” C Y und Y’ n Y” = 0, so sol1 Y’p,Y” 
folgendes bedeuten: fur jedes Paar von Knotenpunkten y’ E Y’ und y” E Y” 
gibt es in H die Kante ( y’, y”); Y’pHY” bedeutet: es gibt in H keine Kante 
derart, da8 sie zwei Knotenpunkte y’ E Y’, y” E Y” verbindet. 
Fur Y’ C Y und I/’ C V bezeichnen wir: 
H - Y’ = [Y - Y’],, und H - V’ = (Y, l’ - l”). 
2. UNGERADE LECHER UND CY-KR~TISCHE HAMILTONKREISE 
In [8] haben wir folgenden Satz bewiesen, der sich sehr wichtig fur unsere 
Untersuchungen erwiesen hat: 
SATZ 2.1. Ein Graph H enthtilt genau dann ein ungerades Loch, wenn 
er einen Teilgraphen G mit folgender Eigenschaft besitzt: Es gibt in G drei 
Knotenpunkte x, 9, x2, so daJ gilt: 
(1) xp(x1, X2}, +x2; 
(2) Die Menge aller nicht mit x in G verbundenen Knotenpunkte X1 
spannt einen (a(G) - I)-zerlegbaren Teilgraphen von G auf; 
(3) a([Xl u (xj)lG) = a(G) (j = 1,2). 
Erfiillt H die genannten Bedingungen, so besitzt H ein ungerades Loch, 
welches die Knotenpunkte x, x1, x2 enthalt. Wir geben weiter eine fiir die 
Existenz eines ungeraden Loches notwendige und hinreichende Bedingung 
an, ohne die im Satz 2.1. verlagnte Bedingung 2 zu beniitigen. AuDerdem ist 
der hier angegebene Beweis vie1 einfacher. 
DEFINITION 2.1. Eine Kante u eines beliebigen Graphen H heiRt be- 
ztiglich eines Teilgraphen G von H cL-kritisch, wenn ol(G - u) > a(G) gilt. 
HILFSSATZ 2.1. Ist der Graph G cr-zerlegbar, so gehiirt jede beziiglich 
G cu-kritische Kante bei jeder cx-Zerlegung Z von G zu einer Clique von Z an. 
Beweis. Es sei u = (x, y) eine beztiglich G a-kritische Kante und Z 
eine derartige a(G)-Zerlegung von G, daB Z zwei verschiedene Cliquen 
Q und Q’ mit x E Q und y E Q’ besitzt. Die Zerlegung Z ist dann offensichtlich 
eine m(G)-Zerlegung des Graphen G - u. Daraus folgt, daB ol(G - u) = cr(G) 
gilt, im Widerspruch zur Definition 2.1. 
SATZ 2.2. Ein Graph H besitzt genau dann ein ungerades Loch, wenn 
er zwei Kanten (xl, x) und (x, x2) besitzt, so daJ gilt: 
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(i) (x1, x) und (x, x2) sind beziiglich eines Teilgraphen von H cx-kritisch; 
(ii) (xl, x2) 6 H. 
Erfiillt H die genannte Bedingung, so besitzt H ein ungerades Loch, 
welches die Kanten (xl, x) und (x, x2) enthalt. 
Beweis. Es sei G derjenige Teilgraph von H, so dab gilt: 
a(G - (xi, x)) > a(G) (i = 1, 2). 
Daraus ergibt sich 
a(G - (xi, x)) = a(G) + 1 (i = 1, 2). (1) 
Es gibt folglich zwei Stabilitatssysteme &, und S22r von G derart, dat3 
xi E s,i, ) x I s&c 3 xps,i, - {xi) (i = 1. 2). (2) 
Wir betrachten nun den durch die Knotenpunktmenge Sxl, u S,Z, u (x) in 
G aufgespannten Teilgraphen G’. 
Fur G’ haben wir: 
a(G’) = a(G); (3) 
v(G’) > a(G’); (4) 
w(G’) = 2. (5) 
Die Beziehung (3) ist offensichtlich, denn es gilt definitions gemaB I S,r, j = 
a(G). Aus (2) ergibt sich, da8 (xl, x) und (x, x2) such beztiglich G’ cx-kritisch 
sind. Wegen (ii) gibt es keine or-Zerlegung von G’ derart, da13 (xl, x) und 
(x, x2) zugleich mit Cliquen der betrachteten Zerlegung iiberdeckt worden 
sind, denn x1 und x2 gehijren bei jeder a-Zerlegung von G’ zu verschiedenen 
Cliquen an. Beachtet man den Hilfssatz 2.1, so ergibt sich (4). 
Der durch die Knotenpunktmenge S x~F1z u S,Z, in G’ aufgespannte Teilgraph 
ist ein paarer Graph. Daraus, aus (2) und (ii) folgt, daR G’ keinen 3-Kreis 
enthalt. Demzufolge haben wir w(G’) = 2. Da bekanntlich ein paarer 
Graph ol-perfekt ist, ergibt sich aus (4) und (5), da13 G’ (und folglich H) ein 
ungerades Loch enthalt. Die Kanten (xl, x) und (x, x2) gehoren notwendiger- 
weise zu diesem Loch an, denn [Szi, - (x, xj}lG, (i fj; i, j = 1, 2) sind 
paare Graphen. 
Enthalt H ein ungerades Loch L, so sind je zwei adjazente Kanten von L 
beziiglich L or-kritisch und erftillen offensichtlich (ii). Der Satz ist damit 
bewiesen. 
Bemerkung. Dieser Satz kann in die Untersuchung von Struktureigen- 
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schaften derjenigen Graphen H verwendet werden, die jede Kante von H 
beziiglich H cu-kritisch ist. Das wollen wir hier nicht zeigen. 
DEFINITION 2.2. Ein Hamiltonkreis eines Graphen H mit der Eigenschaft, 
da5 alle seine Kanten beziiglich H a-kritisch sind, wollen wir einen OL- 
kritischen Hamiltonkreis nennen. 
Aus Hilfssatz 2.1, entnehmen wir: 
Besitzt H einen a-kritischen Hamiltonkreis und ist H ol-zerlegbar, so ist H 
ein vollstandiger Graph. 
Daraus ergibt sich: 
Besitzt der Graph H mit a(H) > 2 einen oc-kritischen Hamiltonkreis. so 
ist H nicht ol-zerlegbar. 
DEFINITION 2.3. Wir nennen den Teilgraphen G eines beliebigen Graphen 
H ein ol-kritisches Loch von H, wenn es gilt: 
(a) a(G) 3 2; 
(b) G besitzt einen ol-kritischen Hamiltonkreis. 
Bemerkung. Besitzt der Graph H ein ol-kritisches Loch, so ist H nicht 
ar-perfekt. 
Nahe liegt die folgende 
Vermutung. Ein Graph H ist genau dann perfekt, wenn er kein cu-kritisches 
Loch enthalt. 
3. KRITISCH IMPERFEKTE GRAPHEN UND DEREN ANWENDUNG IN DIE THEORIE 
DER PERFEKTEN GRAPHEN 
DEFINITION 3.1. Ein Graph G = (X, U) hei5t punktkritisch c+imperfekt 
(weiter cu-kritisch genannt), wenn gilt: 
(a) v(G) > a(G); 
(b) Fur jedes x E X ist der Graph G - x ol-perfekt. 
Wir bemerken, da5 (b) such unter der folgenden aquivalenten Form 
verwendet kann: 
(b’) Fur jeden echten Teilgraphen G’ C G gilt v(G’) = a(G’). 
DEFINITION 3.2. Ein Graph G = (X, U) hei5t kantenkritisch a-imperfekt, 
wenn G cu-imperfekt ist und fiir jede Kante u E U ist der Graph G - u 
cu-perfekt. 
Man kann leicht festsellen, da5 ein kantenkritisch a-imperfekter Graph 
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ohne isolierte Knotenpunkte such punktkritisch a-imperfekt ist (vgl. such 
[8, Hilfssatz 6]), und daB fur jede Kante u von G die Beziehung a(G - u) > 
a(G) gilt. 
GemaI3 Satz 2.2. haben wir: 
SATZ 3.1. Ein kantenkritisch cx-imperfekter Graph besteht aus einem 
ungeraden Kreis der Liinge griiper als drei und ecentuell aus zusiitzlichen 
isolierten Knotenpunkten. 
Die kantenkritisch cu-imperfekten Graphen sind damit vollstandig 
charakterisiert. 
Folgende Aussage la& sich einfach zeigen: 
HILFSSATZ 3.1. Ist der Graph H a-imperfekt, so enthci’lt er mindestens 
einen ol-kritischen Teilgraphen. 
Die Berge-Gilmoresche Vermutung ist folglich mit folgender aquivalent: 
Vermutung 2’. Ein Graph G ist genau dann a-kritisch, wenn G oder 
sein Komplement G ein ungerader Kreis der Lange groBer als drei ist. 
Es erweist sich zweckmat3ig die Eigenschaften u-kritischer Graphen zu 
untersuchen, urn eine Strukturcharakterisierung zu finden. In [8-121 haben 
wir eine Reihe solcher Eigenschaften gegeben, und wir wollen hier nur 
diejenige erwahnen, die wir als wichtigste betrachten oder weiter beniitigen. 
SATZ 3.2. Ein oi-kritischer Graph G ist genau dunn ein ungerader Kreis 
L2k+l (k > 2), wenn er zwei Kanten (xl, x) und (x, x2) mit folgenden Eigen- 
schuften besitzt: 
(i) (xl, x) und (x, x2) sind beziiglich G a-kritisch; 
(ii) (xl, x2) $ G. 
(Der Beweis ergibt sich aus Satz 2.2.) 
SATZ 3.3. Durch jeden Knotenpunkt I eines m-kritischen Graphen G geht 
ein ungerader k-Kreis (k 3 5) con G derart, daJ die miiglichen Sehnen ron K 
nur z‘on x ausgehen. 
(Zum Beweis benuzt man den Satz 2.2.; vgl. [8], Satz 8). Als Folgerung 
erhalten wir folgende Aussage: 
SATZ 3.4. Enthilt jeder ungerade k-Kreis (k > 5) eines Graphen H 
mindestens ein Paar sich kreuzender Sehnen, so ist H rx-perfekt. 
Zu einer beliebigen Knotenpunktmenge I’ von G bezeichnen wir mit 
r,(Y) = {x/x E X, x $ Y und es gibt y E Y mit (x, y) E U: . 
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Dann gilt (vgl. [9, Satz 21): 
SA-CZ 3.5. Ein ol-kritischer Graph G oder sein Komplement G ist genau 
dann ein ungerader Kreis L2k+l (k >, 2), wenn fiir jede maximale Clique Q 
t*on G folgende Beziehung gilt 
I r,(Q)1 < w(G) + 1. 
Ein oi-kritischer Graph und sein Komplement sind zusammenhtingende 
Graphen (vgl. [8, Satz 41). Weiter gilt (vgl. [IO, Satz 11): 
SATZ 3.6. Ist T eine derartige trennende Knotenpunktmenge des ‘Y- 
kritischen Graphen G = (X, U), so daJ ~I(G - T) = n(G) gilt, so spannt T 
einen zusammenhiingenden Teilgraphen in dem zu G komplementtire Graphen 
G auf. 
Wir wollen den Beweis dieses Satzes nochmals hier angeben, denn mittels 
dessen erhglt man einfach und in einheitlicher Form eine Reihe schon 
bekannte (und dariiber hinaus neue) Resultate iiber perfekte Graphen. 
Beweis. Es sei T eine die Bedingung des Satzes erfi.illende trennende 
Knotenpunktmenge des Graphen G, so daB der von T in G aufgespannte 
Teilgraph [Tic kein zusammenhangender Graph ist. Dann kann T in zwei 
Teilen A und B derart zerlegt werden, da0 gilt: 
Afla, Bfc, AnB= c, AuB= T, und ApcB. 
Da G - T definitionsgem nicht zusammenhangend ist, kann er in zwei 
Teilgraphen G1 = [X& und Gz = [X& so zerlefgt werden, da13 gilt: 
Folgende Beziehung ist unmittelbar klar 
ol(G - T) = a(G1) + a(G2) = a(G). (1) 
Da B # t;’ ist, haben wir [XI u A’, u AIG C G, und folglich gilt wegen (b’) 
v([X, u X2 u AIG) = ol([X, u X, u A]G) = a(G). 0) 
Es sei nun 2 eine a(G)-Zerlegung des Graphen [X, u X2 U A.& . A,(A,) sei 
die Menge derjenigen Knotenpunkte von A, die in der Zerlegung 2 zu 
denjenigen Cliquen gehijren, die such Knotenpunkte aus X, (bsw. X,) 
enthalten. Es gilt A, n A, = o und A, u AZ = A, denn zwei Knotenpunkte 
x1 E X, und x2 E X2 kiinnen nicht zur gleichen Clique gehBren und in der 
PERFEKTEN GRAPHEN 101 
Zerlegung 2 keine Clique existiert, die nur aus Knotenpunkten aus A besteht 
(wegen (1) und (2)). Wie man leicht sieht, gilt 
4K u 4,) = 4Gd (i = 1, 2). (3) 
Mit Hilfe einer a(G)-Zerlegung des Graphen [X, u X, u BIG definieren wir 
genau wie oben die Mengen B, und B, , die folgende Beziehungen erfiillen 
B,nB,= a, B, n B, = B, 
4[& u &Id = 4Gi) 
(4) 
(i = 1, 2). 
Wir zeigen noch 
a([& u Ai u BJG) = a(GJ (i = 1, 2). (5) 
Ein Stabilitatssystem des Graphen [Xi u A, u BJc kann auf folgende 
Weise gebildet werden: 
-es enthalt nur Knotenpunkte aus X, ; dann gilt offensichtlich die 
Behauptung, oder 
- es enthalt Knotenpunkte aus Xlu A,; dann kann das Stabilitatssystem 
keinen Knotenpunkt aus B, enthalten, da A,p,+t, gilt. Analog ist der Fall, 
in dem das Stabilitatssystem Knotenpunkte aus X, u Bl enthalt. Aus (3) 
und (4) ergibt sich die Behauptung. Dann gilt wegen (b’), (5) und (I) 
v(G) = 4X, u x, u A u BIG) G 41x, u A, u 41,) + 4LG LJ A, u &I,) 
= 4x1 u A, u 41~) + c~[J’, u 4 u &I,) = ~((7,) + 4G,) = w.(G), 
im Widerspruch zur Eigenschaft (a) ol-kritischer Graphen. Der Satz ist 
damit bewiesen. 
FOLGERUNG 1. 1st der Graph G oc-kritisch, so spannt keine trennende 
Knotenpunktmenge von G eine Clique in G auf. 
Beweis. Fi.ir jede Clique Q eines tx-kritischen Graphen gilt offensichtlich 
die Beziehung 
a(G - Q) = a(G). 
Da der Graph [Q]c nur aus isolierten Knotenpunkten besteht, kann Q 
gemal Satz 3.6. keine trennende Knotenpunktmenge von G sein. 
Bemerkung. Mit Hilfe der Folgerung 1 kann man sofort folgenden 
bekannten Satz beweisen (vgl. [8, Folgerung des Satzes 11): 1st der Graph H 
trianguliert, so ist H oi-perfekt (Hajnal-Suranyi). 
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Fur einen beliebigen Graphen H = (Y, V) seien die Graphen H1( y) und 
H2( JJ) ( y E Y) folgendermaDen definiert: 
wobei 
H’( Y) = [ Yll~, HY Y) = [Y2L 3 
Dann gilt 
Y1 = { yl/yl E Y und J&, ~‘1. 
Y* = { y*/y* E Y und ypH y2}. 
FOLGERUNG 2. 1st der Graph G = (X, CJ) a-kritisch, so ist Cz(x) = [X21, 
fur jedes x E X ein zusammenhlngender Graph. 
Beweis. Die Knotenpunktmenge X2 ist fur jedes x E X offensichtlich 
eine trennende Knotenpunktmenge des Graphen G. AuRerdem gilt 
N(G - X2) = a([Xl u {x)]~) = CL(G), 
da bekanntlich jeder Knotenpunkt des ol-kritischen Graphen G zu mindestens 
O(G) Stabilitatssystemen gehdrt. Aus Satz 3.6. ergibt sich die Behauptung. 
Bemerkung. Mit Hilfe der Folgerung 2 kann man einfach (vgl. [8, Satz 51) 
folgenden wichtigen Satz beweisen: 
1st der Graph H transitiv orientierbar, so ist H cu-perfekt (Dilworth). 
Es IaBt sich zeigen (vgl. [8, Hilfsatz 5]), daR zu jedem Knotenpunkt x des 
ai-kritischen Graphen G der Graph G(,) zusammenhlngend ist. 
FOLGERUNG 3. Tst der Graph G ol-kritisch, so ist die Menge X2 der Nach- 
barn eines beliebigen Knotenpunktes x von G eine normale trennende 
Knotenpunktmenge von G. 
Beweis. Da definitionsgemafl xpX* gilt, bleibt zu zeigen, da8 jeder 
Knotenpunkt aus X2 mit mindestens einem Knotenpunkt aus X1 verbunden 
ist. 
Gibt es einen Knotenpunkt .x2 E X 2, der mit keinem Knotenpunkt aus 
X1 verbunden ist, so ist x mit allen Nachbarn von x2 in G verbunden, d.h. 
die Menge der Nachbarn von x2 in G spannt in G keinen znsammenhangenden 
Graphen auf, im Widerspruch zur Behauptung der Folgerung 2. 
Das Vorhandensein zweir Sehnen in jedem ungeradem k-Kreis (k >, 5) 
eines Graphen H scheint hinzureichen dafiir, daI3 H ol-perfekt ist, aber ich 
habe in diesem Zusammenhang (auBer dem in Satz 3.4. enthaltenen Sach- 
verhalt) nur folgende Aussage zeigen konnen. 
SATZ 3.7. ErftiNt ein Graph H die Bedingungen: 
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(i) Jeder ungerade k-Kreis (k > 5) ran H besitzt mindestens zwei 
Sehnen; 
(ii) H enthiilt k . emen 5Kreis, der genau ein Paar sich kreuzender 
Sehnen besitzt, so ist H a-perfekt. 
Benjeis. Wir nehmen an, der Graph H sei nicht a-perfekt. Dann enthalt 
ir lam Hilfssatz 3.1. einen a-kritischen Teilgraphen G. GemaB Satz 3.3. 
gehijrt jeder Knotenpunkt s von G einem ungeraden k-Kreis K (k > 5) an, 
dessen miigliche Sehnen nur von x ausgehen. Es ergibt sich aus (i), daO K alle 
k - 3 von x augehenden Sehnen und nur diese besitzt. Da k >, 5 ist, ergibt 
sich die Existenz eines 5-Kreises (x, x1 , x2 , xQ , x4 , X) der nur die Sehnen 
(s, x2) und (x, .Y~) besitzt (Abb. 3.1.). Es bezeichnen, wie iiblich, X1 und X2 
ABB. 3.1. 
die Menge ailer Knotenpunkte von G, die mit x in G nicht verbunden bzw. 
verbunden sind. Die Menge X2 ist gem%3 Folgerung 3 des Satze 3.6. eine 
normale trennende Knotenpunktmenge von G, und folglich sind je zwei 
Knotenpunkte y, z von X2 durch einen Weg des Graphen [X1 U ( y, z]]~ 
verbunden, da der Graph [Xl], eine beztiglich X2 normale Komponente von 
G ist. Der ktirzeste .yl und .x4 verbindende Weg 
w = (x1 , 3’1 ,..., J~~~~.~,-Y~) (yiEX1;i= l,..., 2p+l;P30) 
hat gerade Lange, denn anderenfalls ware der Graph xWx ein ungerades 
Loch des Graphen H, im Widerspruch zu (i). 
Nun haben wir folgende zwei FBlle zu betrachten: 
(a) p = 0. 
In diesem Falle besitzt der 5-Kreis (.x, -yl , ~9~ , s2 , xs , X) von H (Abb. 3.2.) 
entweder nur eine Sehne oder nur ein Paar sich kreuzender Sehnen, im 
Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes. 
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(b) p 3 1. 
Es gelten: 
xjf{y, ,..., J&+1:, XlP{ y, ,'.., yzpi-1 1 .x4), x4PIx1 , y, ,*.., Y29)' (1) 
Aus (1) ergibt sich, daB der Graph [{x, x1, x2, xs , xg , y1 ,..., y2n+l}]H aul3er 
den in Abb. 3.1. angezeigten Kanten nur Kanten der Form (x2 , yi) und 
(x3 3 Vi> G = l,..., 2p + 1) besitzen darf. 
Gibt es keine Kante (x3, yi) (bzw. (x,, yJ) (i = l,..., 2p + I), so ist 
der Satz bewiesen, denn der ungerade Kreis (x, x1 ,..., y29+1 , xq , xs , x) 
(bm. (x,x4 > ~22141,..., ~1, xl 3 ~2 3 x)) besitzt nur eine Sehne. Wir nehmen 
an, da6 dieser Fall nicht eintritt. Dann ist der Graph [(xl , y1 , y2 ,..., 
Y 29+1, x3}]n = HI3 zusammenhangend. Der kurzeste x1 und xa in HI3 ver- 
bindende Weg hat gerade Lange, also ist der Form 
w,, = (Xl 14'1 >"., J?2r+1, x3) (r GP> 
denn anderenfalls wtirde H ein ungerades Loch enthalten, wie man leicht 
sieht. 
1st nun r < p, so besitzt der ungerade Kreis (x, x1 , y1 ,..., Y2,.+1 > x3 ? x4 , 4 
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nur eine Sehne. Es gilt folglich r = p, d.h. es gibt nur die Kante (.Y~, yTuT1). 
Genau wie oben ergibt sich, daD es nur die Kante (x2, yl) gibt. Dann ist 
der ungerade Kreis (x, , y, ,..., Y,,+~) ein ungerades Loch des Graphen H, 
im Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes. Der Satz ist damit bewiesen. 
Bemerkung 1. Die Bedingung (ii) des Satzes 3.7. kann mit folgender 
ersetzt werden: 
H enthglt keinen mit dem in Abb. 3.3. angezeigten Graphen isomorphen 
Teilgraphen. 
Bemerkung 2. Aus Satz 3.7. ergibt sich der Satz: 1st der Graph H 
ungerade trianguliert, so ist H ol-perfekt (Gallai). 
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